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Nota 

         Il teorema precedente applicato alla legge sinusoidale dà:  
                     

                    )]2(Re[])2(Re[ titi eF
dt

d
eF

dt

d ⋅⋅⋅⋅ ⋅=⋅⋅ ωω  = ]2Re[ tieFi ⋅⋅⋅⋅⋅⋅ ωω  

  
         Pertanto il fasore  associato alla derivata prima  è:  F1 = i ⋅ω ⋅F 
 
In generale, 
                    se si deriva n volte,  il fasore associato è:  Fn = ( i ⋅ω )n ⋅F. 
 
    
Teorema 
                   Due funzioni armoniche isofrequenziali sono uguali se e solo se lo sono i fasori che le  
                   rappresentano.     
 

Dim.: 

• Prima implicazioni: stesso fasore ⇒  stessa legge armonica 
                       
                     Si considerino due funzioni armoniche 
                                                                                   f1(t) =  A1 ⋅ cos (ω ⋅ t +α1 ) =  Re[ tieF ⋅⋅⋅⋅ ω

12 ]   

                                                                                   f2(t) =  A2 ⋅ cos (ω ⋅ t +α2 ) =  Re[ tieF ⋅⋅⋅⋅ ω
22 ]   

                      E’ evidente che 
                                                queste due funzioni differiscono solo per il fasore. 
                      Se questi sono uguali allora le funzioni sono uguali. 
 

• Seconda implicazioni: stessa legge armonica ⇒  stesso fasore 
 
                     Siano le due leggi armoniche 
 
                             A1 ⋅ cos (ω ⋅ t +α1 ) =  A2 ⋅ cos (ω ⋅ t +α2 )    ossia 
                            Re[ tieF ⋅⋅⋅⋅ ω

12 ] =  Re[ tieF ⋅⋅⋅⋅ ω
22 ]   uguali per ogni t.    

 
                     Occorre dimostrare che i fasori F1 e F2, che sono vettori, hanno stessa parte reale e 

stessa parte immaginaria. 
 

1) stessa parte reale: 
Per t = 0 si ha 

                                                               f1(0) =  Re[ 12 F⋅ ] = f2(0) =  Re[ 22 F⋅ ];  
                                   essendo l’operatore “parte reale” un operatore lineare  si ha  
 
                                                     ]Re[2 1F⋅ ] = ]Re[2 2F⋅ ]   
                                                              ]Re[ 1F  = ]Re[ 2F  
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2) stessa parte immaginaria:                    

                          in  
                                Re[ tieF ⋅⋅⋅⋅ ω

12 ] =  Re[ tieF ⋅⋅⋅⋅ ω
22 ]           

                                                                                                              ponendo t = 
ω
π
2

    →        

                                 Re[ 2
12

π
⋅

⋅⋅
i

eF ] =  Re[ 2
22

π
⋅

⋅⋅
i

eF ]   

                                                                                                           essendo  2
*
π

i

e  = i       →    
                                 Re[ iF ⋅⋅ 12 ] =  Re[ iF ⋅⋅ 22 ]   
                                                                                                                                             →          
                                         Re[ iF ⋅1 ] =  Re[ iF ⋅2 ]     
                                                                                 ricordando che   Re( i⋅ z) = − Im(z)   →     
                                         − Im( F1 ) =  −Im( F2 )  
                                            Im( F1 ) =  Im( F2 ) 

                                                c.v.d. 
 

Teorema 
                  Se si sommano tra loro più funzioni armoniche isofrequenziali e le loro derivate, 
                  si ottiene ancora una funzione armonica avente la stessa frequenza.  
 
Dim.:  

           Siano tre funzioni armoniche 
                                                                f1(t)  =  A1 ⋅ cos (ω ⋅ t + α1) 
                                                                f2(t)  =  A2 ⋅ cos (ω ⋅ t + α2) 
                                                                f3(t)  =  A3 ⋅ cos (ω ⋅ t + α3) 
 
            Sommando, per esempio, le prime due con la derivata della terza si ottiene 
 
             f1(t) + f2(t) + D[ f3(t)] =  
                                                = Re[ tieF ⋅⋅⋅⋅ ω

12 ] + Re[ tieF ⋅⋅⋅⋅ ω
22 ] + Re[ tieiF ⋅⋅⋅⋅⋅⋅ ωω)(2 3 ] 

                                                = Re[ tieiFFF ⋅⋅⋅⋅++⋅ ωω))((2 321 ]  
 
            che è ancora una legge armonica con stessa frequenza delle date e per fasore  
 
                                             F = F1 + F2 + (i ⋅ω) ⋅F3. 
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• Fasore e metodo simbolico 

 
Sia data una equazione differenziale  o un sistema di equazioni differenziali in cui le grandezze 
che entrano in gioco siano grandezze alternate isofrequenziali. 
 
Il vantaggio di usare i fasori nella risoluzione di tale equazione o sistema consiste  nel duplice 
fatto che:  
 
-- si opera con la somma di vettori: metodo dei vettori 
 
-- si trasforma l’equazione differenziale o il sistema da risolvere in una corrispondente equazione 

algebrica o in un sistema di equazioni algebriche risolti i quali è immediato il passaggio alle 
funzioni sinusoidali cercate: metodo simbolico. 

 
 

� Metodo simbolico 

 

Il metodo simbolico si articola in quattro punti: 
 

1) Si costruisce l’equazione differenziale o il sistema di equazioni differenziali 
risolventi un dato problema. 

 
2) Si trasformano tali relazioni sotto forma di fasori; concretamente si passa da  

                        equazioni  differenziali a equazioni algebriche. 
 

3) Si risolve il sistema di equazioni algebriche ottenute al punto precedente: la            
       risoluzione di tale sistema consiste nella determinazione dei fasori associati alle  
       grandezze da determinare. 
 
4) Si passa dai fasori alle grandezze sinusoidali di partenza. 
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4) Moto circolare uniforme 
 

 

Sia data una circonferenza di centro O e raggio r. 
 

Def.: 
        un punto P si muove di moto circolare uniforme se la sua traiettoria è una circonferenza e se   
        percorre archi proporzionali ai tempi. 
 
Def.: 
        in un moto circolare uniforme si definiscono due nuove grandezze fisiche: 
 
        -- Periodo(T): tempo impiegato per percorrere la circonferenza completa. 
                                 L’unità di misura è il secondo.  
 
        -- Frequenza(f): numero di giri compiuti in un secondo 
                                   L’unità di misura è l’ hertz ( Hz)  
 

Nota 

         La relazione tra periodo e frequenza è: 
                                                                           T = 1/f. 
 
• Grandezze cinematiche del moto circolare uniforme. 
 

� La velocità è definita come incremento di spazio riferita al tempo. 
            In un moto circolare uniforme il vettore  velocità in un punto è sempre tangente alla        
            circonferenza. 
            Pertanto  
              -- la sua direzione cambia ad ogni istante e nel punto è sempre perpendicolare al raggio. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
             -- il suo modulo, invece, resta costante e vale:  

                                                                                         
T

r
v

⋅
=

π2
 

          La velocità sopra definita si chiama anche velocità lineare.  

v 

∆s 
P1 

P 

v 

R R 
      

C 
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          La velocità del punto P si può leggere, oltre che  come incremento di spazio riferito  al  
          tempo, anche come incremento di angolo sempre riferito al tempo, data la proporzionalità    
          diretta tra angolo e arco, a patto che la misura dell’ angolo sia fatta in radianti. 
          In questo caso si parla di velocità angolare ω e la legge diventa: 

                                                                                                     ω = 
T

π2
 

 

         Nota 1 

                    La relazione tra velocità lineare e velocità angolare è : v = ω ⋅  r   
                                                                     
         Nota 2 

                    Se α è l’angolo, misurato in radianti,  descritto dal punto P che si muove con velocità  
                    angolare ω, la relazione tra α e ω si ottiene dalla proporzione: 
 
                                                                                         2π : T = α : t        →   

                                                                                                 α = t
T

⋅
π2

     →           

                                                                                                 α = ω.
 t   

 
 

� L’accelerazione viene definita come incremento di velocità riferita al tempo. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                Dalla similitudine dei due triangoli si ha: 
  

                                                                                  
v

v

R

s ∆
=

∆
            → 

                                                                              
R

vs
v

⋅∆
=∆             → 

                                                                                
R

v

t

s

t

v
⋅

∆
∆

=
∆
∆

        → 

                                                                                     a = 
R

v 2

 

 
               Da un punto di vista vettoriale l’accelerazione ha direzione radiale e verso diretto al  
               centro. Per questo viene chiamata accelerazione centripeta. 

 

v 

v 

∆v       

 ∆s 

R R       
v 

∆s 
P1 

P 

v 

R R 
      

C 
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5)  Moto armonico 
 
Si consideri in un sistema di assi cartesiani ortogonali una circonferenza di centro O e raggio r la cui  
equazione è 
                             γ:  x2 + y2 = r2.  
 
Sia P un punto di γ che si muove di moto  
circolare  uniforme in senso  antiorario 
e Q la sua proiezione sull’asse delle ascisse. 
Mentre P scorre sulla circonferenza il 
punto  Q oscilla tra A e C. 
In particolare, mentre P descrive una  
circonferenza  completa Q descrive  
due volte il diametro completo AC. 
 
 
 
 
Def.: 

          Il moto di Q per definizione si dice armonico. 

 

 
• Equazione oraria del moto armonico 

 

         Indicata con x l’ascissa di Q si ha la legge oraria: 
                         x = r ⋅ cos (ω ⋅ t) 
 
        All’istante t = 0 il punto P può non trovarsi 
         in  A, ma in un punto D tale che l’angolo 

        
∧

XOD = α 
 
        In generale, pertanto, la legge oraria del moto 
        armonico del punto Q diventa: 
                                       x = )cos( αω +⋅⋅ tr  
 

� Elementi che caratterizzano il moto armonico: 
 
          -- Spostamento o elongazione: x (ascissa di Q) 
          -- Ampiezza : r  (la  distanza OA). 
          -- Pulsazione: ω (è la velocità angolare del relativo moto circolare uniforme).  
          -- Periodo:  T (è il tempo impiegato dal punto Q  per compiere una oscillazione completa)   
          -- Frequenza: f = 1/T (è il reciproco del periodo). 
          -- Fase: α (è l’angolo iniziale al tempo t = 0) 

 

 

B(0, r) 

D(0,-r) 

C(−r,0) A(r, 0) 

P4 

Q1 
Q2 

Q3 

P2 

P1 

P3 

Q4 

ωt B(−r,0) A(r, 0) 
Q(r*cosωt, 0) 

P(r*cosωt, r* senωt) 

O
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• Velocità del moto armonico 

 

Poiché il moto armonico del punto Q  si svolge su di una retta il vettore velocità di Q è sempre 
diretto lungo la traiettoria del punto medesimo. 
 
Se si indica con PP1 il vettore velocità, di modulo costante v0 , del punto P che descrive la  
circonferenza, la velocità v del punto Q è data dal vettore proiezione di v0 lungo la direzione 
dell’asse delle ascisse.   
Si ha:  
          v = − v0 ⋅ sen(ω ⋅ t + α)              → 
          v = − ( ω ⋅ r ) ⋅ sen( ω ⋅ t + α )  

 
Nota 1 

                 Il segno  meno è giustificato dal fatto che 
                 velocità e spostamento da un punto di vista  
                 vettoriale sono discordi.  
 
 

     Nota 2 

                Si può ottenere la stessa relazione ricordando che la derivata dello spazio rispetto al           
                tempo è una velocità. 
                Pertanto, 
                                 in termini differenziali si ha:     
                                                                                    v = dx/dt                           → 
                                                                                    v = − ω⋅R ⋅

 sen(ω ⋅ t + α).            
 
• Accelerazione del moto armonico 

 

Pure l’accelerazione del punto Q è diretta parallelamente  
alla traiettoria. 
Se è PP1 il vettore accelerazione, di modulo costante a0,  
con cui P descrive la circonferenza, l’accelerazione a  
del punto Q è data, ad ogni istante dal vettore proiezione  
di a0 sull’asse delle ascisse.  
Si ha: 

              a = − a0 cos(ω ⋅  t + α )            → 
              a = − ( ω2 ⋅  r ).

 cos( ω ⋅ t + α)  
 

Confrontando la legge oraria con la legge della accelerazione si ha: 
 
                                                   a = − ω

2
 ⋅  x 

 
Def.: 

         In generale un moto si dice armonico se la relazione tra i vettori  spostamento e  
         accelerazione è del tipo: 
                                                  a = − k ⋅ x  con   k +∈ 0R  

Q 

ωt 

O v Q

V

B(−r,0) A(r, 0) 

P 

P1 

P1 B(−r,0) 

a0 

ωt 

O     Q1 a    
A(r, 0) 

P 
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       Nota 

                     Si può ottenere tale relazione ricordando che la derivata della velocità  rispetto al    
                     tempo è una accelerazione. 
                     Pertanto in termini differenziali si ha: 
                                                                                   a = d2x/dt2             → 
                                                                                   a = − r⋅ω2 ⋅ cos(ω ⋅  t + α) 
       Nota 

          In seguito leggi del tipo 
                                                f(x) = A ⋅ cos(ω ⋅ x + α) 
                                                g(x) = B ⋅ sen(ω ⋅ x + α) 
                                                                                   le diremo armoniche. 

Grafico della legge oraria       

 
Grafico della velocità 

 
Grafico dell’accelerazione 
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6) Sistemi oscillanti 
 

 

Molteplici sono i tipi di moti oscillatori, come il moto del pendolo di un orologio o la corda di una 
chitarra che vibra. 
Esempi di moti oscillatori su scala microscopica sono gli atomi in vibrazione in un cristallo di 
quarzo di un orologio o la vibrazione delle molecole dell’aria durante la propagazione delle onde 
sonore. 
Sono comuni anche le oscillazioni elettromagnetiche, come quelle degli elettroni che si muovono 
avanti e indietro nei circuiti responsabili della trasmissione e della ricezione di segnali radio e TV. 
 
Tutti questi fenomeni sono accumunati dal fatto che le relazioni che descrivono i loro moti sono  
                                                          leggi armoniche.  
 

• Pendolo semplice 

 Il pendolo semplice è formato da un corpo  C di massa m  appeso ad una estremità di un filo  
  inestensibile di massa trascurabile, mentre l’altra estremità del filo è fissata ad un punto O.     

            
 

 

 
 
 
 
 
 
 
  
 
 
 
 
 

� Analisi del moto del pendolo semplice  

 

        1)  Quando il corpo C è in condizioni di riposo, la risultante delle forze agenti su C è     
             nulla, dato che il peso  P  è equilibrato dalla reazione vincolare R. 

 
        2)  Quando C occupa la posizione di massima elongazione A, esso è soggetto ad  
              una forza di richiamo di valore massimo, possedendo quindi  

                                                                                             -- massima accelerazione   
                                                                                             -- velocità nulla. 

O1 

β 

P 

A D 

O
’

B                          

Py 

Px 

R 

P1 



 125 

La potenza dell’immaginario 

 
 
  
3) Quando dalla posizione A  il corpo viene lasciato libero esso si sposta verso la  

              posizione di equilibrio O  
              diminuisce  

                       -- l’intensità della forza di richiamo   
                       -- l’accelerazione, 
         aumenta  
                       -- la velocità. 
 

   Nel punto O  
                   -- l’accelerazione è nulla mentre  
                   -- la velocità risulta massima.  
 

        4) Il corpo prosegue per inerzia il suo moto verso B, determinando così l’insorgere di    
             forze di modulo crescente, orientate verso destra, cioè contrarie al verso del moto.  
             Diminuisce  
                              -- la velocità  
              aumenta  
                              -- l’ accelerazione.  
 

   5) Nel punto B, simmetrico ad A rispetto al centro di oscillazione O,  
                         -- la velocità è annulla,  
                         -- la forza e la accelerazione sono massimi, in modulo uguali a quelli            
                             posseduti in A, ma con verso opposto. 
  
      Viene così a concludersi un semiperiodo di oscillazione e il corpo inizia a muoversi  
       in senso contrario, cioè verso destra, ripercorrendo in modo  simmetrico, con segni  
       invertiti, il percorso di andata. 

         
� Leggi del moto del pendolo semplice  

 

Supponiamo ora che l’ampiezza β dell’angolo di apertura del pendolo  sia tale da poter 
considerare  la lunghezza dell’arco OA uguale a quella del segmento DA  senza che ciò 
comporti errore apprezzabile (β < 6-8° ) .  
 

          Indicato con x  lo spostamento di C da D si ha: 
                                                                                   DC = OC = x  
 
          Poiché i triangoli AO1D e APP1  sono simili, vale la proporzione:   
 
                                   AP1 : DA = AP : AO1      →  
 
                                          Px : x = P : l              → 
 

                                              x
l

P
Px ⋅=  
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Applicando ora la legge della dinamica si ha: 

                                                                                  x
l

gm
am ⋅

⋅
=⋅    →  

                                                                                        x
l

g
a ⋅=                       

Considerato che, da un punto di vista vettoriale, accelerazione e spostamento hanno verso        
opposto, la relazione vettoriale diventa:                                                                                

                                                                        x
l

g
a ⋅−=        

Quindi,  
               con  le particolari approssimazioni relative all’angolo di apertura, 
                               il moto del pendolo è un moto armonico. 

 

In particolare, 
                       sapendo che: 

                                                 
l

g
=ω      e   

g

l
T π2=   le relative grandezze cinematiche sono: 

                                                 a = −
l

g . cos(
l

g .
 t + α)  

 

                                                  v = −
l

g . sen(
l

g .
 t + α )  

 

                                                  x =  cos(
l

g . t + α) 

 

• Oscillatore elastico  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Si consideri una molla, perfettamente elastica, appoggiata su un piano rigido orizzontale e con 
l’estremità sinistra vincolata al piano rigido verticale V.  
All’estremità destra della molla sia agganciato un corpo C di massa m, scorrevole in assenza 
di attrito su una guida rettilinea ricavata sul piano. 

F 

V 

s 

P 

R 

O 

A(x) B(-x) 
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� Analisi del moto dell’oscillatore elastico 

              
          Le situazioni che si presentano sono perfettamente sovrapponibili a quelle esaminate nel 

moto del pendolo semplice.  
 

� Leggi del moto dell’oscillatore elastico 
 
     La legge di Hooke dice che 
                                                  F = k ⋅ x. 
  
     Da un punto di vista vettoriale, si ha    
                                                                 F = − k ⋅ x   
     con costante  k costante elastica della molla. 
 
     Dalla seconda legge della dinamica si ha: 
                                                                           m⋅ a = −k.

 x   →    

                                                                              x
m

k
a ⋅−=   

                
        Quindi, 
                      il moto dell’oscillatore elastico  è un moto armonico. 

 
 
In particolare sapendo che 
 

                                    
m

k
=ω   e   

k

m
T π2=  

                                                                               le relative grandezze cinematiche sono: 
 

                                      a = −
m

k
 ⋅ cos(

m

k
⋅ t + α)  

 

                                      v = −
m

k
 ⋅ sen(

m

k
⋅ t + α )  

 

                                      x =  cos(
m

k
⋅  t + α). 
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7) Metodo dei fasori per l’analisi del moto armonico 
 

Le tre leggi che regolano il moto armonico sono armoniche e isofrequenziali. 
Si prestano quindi ad essere studiate mediante  l’analisi dei relativi fasori associati. 

        
• Metodo dei vettori 

            
� Spostamemto 

          x = r ⋅ cos(ω ⋅ t + αx) = Re[
2

2 r⋅ . α.ie . tie ..ω ] 

                                                                                                    il fasore associato è   

                        Fx =
2

r
  α.ie   

 
� Velocità 

                v(t) = 
dt

dx
                            

                               derivando lo spazio si trova che il fasore associato è  
   Fv =  i ⋅ω ⋅Fx  

. 
           Tale fasore ha: 

        -- fase: αv = α + π/2. 
                    Infatti, la sua direzione è perpendicolare a quella di Fx  
                    (il prodotto di un complesso per l’unità immaginaria produce              

                    una  rotazione di 90° in senso antiorario) 

        --  modulo: | Fv| = ω ⋅
2

r
 

 
� Accelerazione 

                                                                                

                                  a(t) = 2

2

dt

xd
 

                                              derivando due volte lo spazio si trova che il fasore associato è  
 

                                  Fa =  (i ⋅  ω)2 . Fx = - ω2 ⋅  Fx 
 
            Tale fasore ha: 

                -- fase: αa = αx + π 
                                      la sua direzione è opposta a quella di Fx                      

                                                  -- modulo: | Fv| = ω2 ⋅  
2

r
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             Grafico dei tre fasori: 
                                                  
 
 
  
 
 
 
 
 
 
 
 

             
Da tale grafico  
 

� si deduce che 
                            -- velocità e spostamento  sono sfasati di 90° 
                            -- accelerazione e spostamento  sono sfasati di 90° 
                            -- accelerazione e spostamento sono sfasati di 180° 
� si individuano immediatamente le leggi del moto e i relativi grafici 

 

 
 

 
               

• Metodo simbolico 
 

Velocità 

 

1) si ha che: 

                                        v(t) = 
dt

dx
 

 
2) trasformando  tale relazione sotto forma di fasori si ha 

 
                                   Re[√2 ⋅  Fv ⋅ tie ..ω ] = Re[√2 ⋅  i ⋅ω ⋅  Fx ⋅ tie ..ω ]   

Fa 

α 

Fx 

Fv 
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3) Risolvendo l’equazione si ha: 
                                                           Fv = i ⋅ω ⋅Fx 

                       Posto  
                                  i ⋅ω = u        
                                              si ottiene 
 

                              Fv = u ⋅Fx    
                                                 con 

                                                          -- modulo  |Fv| = 
2

0 ω⋅x
  

                                                                     -- fase  (αx + π/2); 
 

Fx =  
u

FV    

                                              con   

                                                      --  modulo |Fx| =  
ω⋅2

0v
 

                                                      -- fase  (αv – π/2). 
 

4) ritornando alle grandezze sinusoidali. 

                                         x(t)  = 
ω

0v
 cos(ω ⋅ t + αv – π/2 ) . 

                                         v(t)  = x0 .ω  cos(ω ⋅ t + αx + π/2 ) .               
 

� Accelerazione 

 
1) Si sa che 

 
                                        a(t) = d2x/dt2   
  

2) Trasformando tale relazione sotto forma di fasori si ha  
                                                             

                                 Re[√2 ⋅  FA ⋅  tie ..ω ] = Re[√2 ⋅  (i ⋅ω)2 ⋅  Fx ⋅ tie ..ω ]  
   
3) Risolvendo  l’equazione si ha: 

          
                           Fa = (i ⋅ω)2 ⋅  Fx = − ω2 ⋅  Fx   
                                                                                                 con 

                                                          -- modulo  |Fa| = 2
0 ω⋅x   

                                                          -- fase (αx + π)                               
 

4)  Ritornando alle grandezze sinusoidali si ha: 
 
                                          a(t)  =  - x0 ⋅ω2 ⋅ cos(ω ⋅ t + αx) 
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8) Metodo dei fasori per l’analisi dei circuiti elettrici 

 

Studiamo ora  un circuito elettrico che soddisfi le seguenti ipotesi : 
 
 sia lineare, invariante nel tempo  
 tutti gli ingressi siano sinusoidali e isofrequenziali  
 a regime tutte le tensioni e le correnti abbiano ancora un andamento sinusoidale nel tempo 

con la stessa pulsazione angolare degli ingressi. 
 
Sotto tali condizioni la determinazione delle correnti o delle tensioni a regime può essere fatta 
attraverso lo studio dei corrispondenti fasori. 
 

• Circuito puramente ohmico 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
Un circuito puramente ohmico alimentato da una tensione alternata è attraversato da una 
corrente alternata avente lo stesso periodo e costantemente in fase con la tensione. 
Se 
          v(t) = V0 ⋅ cos(ω ⋅ t + αv )         
                                                      e 
           i(t) = I0 ⋅ cos(ω ⋅ t + αi )          
                                                sono la tensioni di ingresso e la corrente di regime per la legge di 
Ohm, si ha:   
                      αv = αi = α   

                     
R

V
I o

0=    

                     
R

V
I

eff

eff =  

La legge generale è: 
 

                                )cos()( 0 αω +⋅⋅= t
R

V
tI  

 

R 

   
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Il fasore associato a v(t) = V0 ⋅
 cos(ω ⋅ t + α)  è  

                                                                             FvR =
2
0V . α.ie  

quello associato a   i(t) = 
⋅R

V0 . cos(ω ⋅ t + α)  è 

                                                                          FiR =
2

0

⋅R

V . α.ie  

 
 
 
 
Grafico dei fasori: 
                                                                                         
 
                                                                             
                                                                      
                                                                

 
                                                                      

 
 
Da tale grafico 

� si deduce che la tensione e l’intensità di corrente sono in fase 
� si individuano immediatamente le loro leggi e i relativi grafici: 

 
 
 

 

α 
FvR 

FiR 
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• Circuito puramente induttivo 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

� Generalità sul circuito puramente induttivo 

 

Sia  dato un circuito alimentato da f.e.m. alternata con resistenza nulla e induttanza L 
rappresentata da una bobina. 
Si osservi che, in assenza dell’induttanza, l’intensità di corrente tenderebbe all’infinito. 
La presenza dell’induttanza determina una f.e.m. autoindotta che, per la legge di Lenz, si 
oppone all’aumento di corrente. 
 
� Esame quantitativo dell’andamento della corrente 
  

La legge di Ohm applicata ad un circuito chiuso dà: 

                 V0 cos(ω ⋅ t + α ) +  
dt

di
L ⋅   = 0      → 

                           di  =
L

V0 cos(ω ⋅ t + α )dt 

       Integrando tra l’istante t = 0 e il generico istante t si ha:  

                                              ∫∫ +⋅⋅=
tt

dtt
L

V
di

0

0

0

)cos( αω      → 

                                            i − i0 = 
ωL

V0  sen(ω ⋅ t + α ) −
ωL

V0  

                                                                                                   con i0 intensità iniziale. 

      Ponendo i0 = 
ωL

V0  nella precedente si ottiene 

                                                   i(t) = 
ωL

V0  cos(ω ⋅ t – π/2 + α ) 

      ne segue che la corrente che attraversa il circuito è alternata come la tensione, ma rispetto ad 
essa, è sfasata in ritardo di π/2 radianti.  

       Inoltre tra I0 e V0 sussiste la relazione   

                                          I0 = 
ωL

V0  che rappresenta la legge di Ohm per un circuito induttivo. 

 

L    
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• Metodo dei vettori 

 

 Si ha  

� i = I0 
. cos(ω ⋅ t + αi) = Re[

2

2 0I⋅ . eiα. tie ..ω ] 

                     Il fasore associato è quindi  

                                                                 FiL = 
2
0I . α.ie  

� v(t) =
dt

di
L ⋅  

                       derivando l’intensità di corrente si ottiene il fasore associato 
 
FvL = L ⋅  i ⋅ω ⋅  FiL  

. 
Tale fasore ha        

             --   | FiL| = 
2

0IL ⋅⋅ω
 

             --   fase: αv = αi + π/2. 
 
 

Grafico dei fasori: 
                                                  
 
                                                                             
                                                                             
 
 
 
 
 
 
Da tale grafico : 

� si deduce che tensione e intensità di corrente sono sfasati di 90° 
� si individuano immediatamente le loro leggi e i relativi grafici: 

 

α 

FiL 

FvL 
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• Metodo simbolico 

 
1) Ricaviamo le relazioni fornite dalla applicazione delle leggi di Kirchoff  

 
                                 ireg (t) =  iL (t)  

                                 vS (t) = vL (t)  = L 
dt

tdi )(
 

 
      2) Ponendo tali relazioni sotto forma di fasori si ottiene il sistema lineare  

                
                                 ireg (t) = iL (t) = I0 ⋅ cos (ω ⋅ t +αi) = Re[ ti

i eF ⋅⋅⋅ ω2 ] 
                   
                       L[Re √2 ⋅  i ⋅ω ⋅Fi ⋅ tie ..ω  = Re[√2 ⋅  Fv ⋅

tie ..ω ] 
 

      3) Risolviamo la seconda equazione del sistema  
                            

                    L[Re √2 ⋅ i ⋅ω ⋅  Fi ⋅  tie ..ω ] = Re[√2 ⋅  Fv ⋅
tie ..ω ]    → 

 
                          L[Re  i ⋅ω ⋅Fi ⋅ tie ..ω ] = Re[ Fv ⋅

tie ..ω ]       → 
 
                        Re[(L ⋅ i ⋅ω) ⋅  Fi ⋅

tie ..ω ] = Re[Fv ⋅  tie ..ω ]    → 
 

                        [(L ⋅ i ⋅ω) ⋅Fi ⋅ tie ..ω ] = [Fv ⋅
tie ..ω ]    → 

 
                                 (L⋅ i ⋅ω) ⋅  Fi  = Fv     

              Posto  
                             L ⋅ i ⋅ω = u        
                                          si ha che . 
                    -- il fasore associato alla tensione è            
                                      Fv = u ⋅Fi.    (detta anche legge di Ohm simbolica)  

                                     -- modulo |Fv| = 
2

0 ω⋅⋅ LI
 

                                    -- fase  (αi + π/2) 
 
                    -- reciprocamente il fasore associato alla corrente è 

                                                                       Fi =  
u

Fv
   

                                                 -- di modulo  |Fi| = 
2
0I

 = 
ω⋅⋅ L

V

2
0  

                                                  -- fase  (αv – π/2) 
 
       4) Ritornando alle grandezze sinusoidali si ha  

                         ireg(t)  =
ω⋅L

V0  ⋅ cos(ω ⋅ t + αv – π/2)  

                    v(t)  = I0 ⋅
.L ⋅  ω ⋅  cos(ω ⋅ t + αi + π/2)  
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• Circuito puramente capacitivo 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                                                
� Generalità sul circuito puramente capacitivo 
 
Si consideri ora un circuito alimentato da f.e.m. alternata con resistenza nulla e con capacità C  
rappresentata da un condensatore. 
Un circuito analogo alimentato da un generatore a corrente continua si lascia attraversare da    
corrente durante il breve periodo in cui avviene la carica del condensatore. Nel momento in cui la  
d.d.p. tra le armature diventa uguale alla f.e.m. del generatore cessa il passaggio di corrente.  
 
Nel nostro caso, per la legge di Ohm, si ha: 

                         0)cos(0 =−+⋅
C

q
tV αω   

                                                                    in cui q è la carica depositata sulle armature al tempo t. 
Ossia  
                 q(t) = V0 ⋅  C ⋅ cos(ω ⋅ t+ α) 
Essendo 

                   i = 
dt

dq
                                           → 

                  i = −ω ⋅V0 ⋅  C ⋅  sen (ω ⋅ t + α)       → 
                  i = ω ⋅V0 ⋅  C ⋅  cos (ω ⋅ t + π/2 + α)   
 cioè, 
          il circuito è attraversato da una corrente alternata avente lo stesso periodo della f.e.m ma 

rispetto ad essa sfasata in anticipo di π/2 radianti. 
 
Tra l’ampiezza I0 della corrente e V0 della tensione vale la relazione: 

                                  I0 = 

C

V

⋅ω
1

0    

Posto  k =  
Cω
1

 (reattanza capacitiva) si ha: 

                             I0 = 
k

V0   che rappresenta la legge di Ohm per un circuito capacitivo. 

 

C 

   



 137 

La potenza dell’immaginario 

 
 
• Metodo dei vettori 

 

Si ha  
�    q(t) = V0 ⋅  C ⋅ cos(ω ⋅ t + αv ) 
                                             il cui fasore è 

                                                                    Fq = 
2

0 CV ⋅ . α.ie  

� v(t) = V0 ⋅
 cos(ω ⋅ t + αv) 

                                                       il cui fasore è  

                                                                                 FvC = 
2
0V . α.ie   

� i(t) = 
dt

dq
 

                      il cui fasore è 
                                               FiC = i . ω . Fq   
     Esso ha: 

              -- fase αi = αv + π/2   

              -- | FiC| = 
2

0VC ⋅⋅ω
 

Grafico dei fasori. 
 

 
                                                   
                                                          
                                                                                                                  
 
 
 
 
Da tale grafico : 

� si deduce che tensione e intensità di corrente sono  sfasati di 90° 
� si individuano immediatamente le loro leggi e i relativi grafici: 

 

Fq 

FiC 

FvC 

α 
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• Metodo simbolico 

 
1. Ricaviamo le relazioni fornite dalle  leggi di Kirchoff  
 

                                     i(t) =  iC (t) 

                                  v (t) =  vC (t) = ∫ ∞−

t

dtti
C

)(
1

 

 
2. Poniamo tali relazioni sotto forma di fasori. 

  
            ireg (t) = iC (t) = I0 ⋅ cos (ω ⋅ t +αi ) = Re[ ti

i eF ⋅⋅⋅ ω2 ] 

                          Re[ ti

V eF ⋅⋅⋅ ω2 ] = dteF
C

t
ti

i∫ ∞−

⋅⋅⋅⋅ ]2Re[
1 ω  

 
3. Risolviamo la seconda equazione del sistema. 

Derivando rispetto al tempo si ottiene: 
 

            ])2(Re[ ti

V eF
dt

d ⋅⋅⋅⋅ ω = 1/C Re[ ti

i eF ⋅⋅⋅ ω2 ]                → 

               ])(2Re[ ti

V eFi ⋅⋅⋅⋅⋅⋅ ωω =  1/C Re[ ti

i eF ⋅⋅⋅ ω2 ]          → 

                      ])Re[( ti

V eFi ⋅⋅⋅⋅⋅ ωω =  Re[(1/C) ⋅  Fi ⋅
tie ..ω ] =      → 

                              ti

v eFi ⋅⋅⋅⋅⋅ ωω)( = (1/C) ⋅  Fi ⋅
tie ..ω          →  

                                       vFi ⋅⋅ )( ω = (1/C) ⋅  Fi         →                                                         

                                                  Fv =  
ω⋅⋅Ci

Fi  

            Posto  

                           
ω⋅⋅Ci

1
 = 

ω⋅
−

C

i
 = u 

 
             si ha che . 
                    -- il fasore associato alla tensione è            
 
                              Fv = u ⋅Fi.    (detta anche legge di Ohm simbolica)  

                                 --   |Fv|  = 
ω⋅⋅C

I

2
0  

                                 --  fase  (αi - π/2) 



 139 

La potenza dell’immaginario 

 
 
 
-- reciprocamente il fasore associato alla corrente è 

                                                  Fi =  
u

Fv
   

                       -- |Fi| = 
2

0 ω⋅⋅CV
 

                                                      -- fase  (αv + π/2) 
 
        4) Ritornando alle grandezze sinusoidali. 
       
                        ireg(t)  = ω⋅⋅CVv ⋅ cos(ω ⋅ t + αv + π/2 )  
      

                          v(t)  = 
ω⋅C

I 0 ⋅ cos(ω ⋅ t + αi - π/2 ) 

 

 

• Circuito RC 

 
Consideriamo ora un circuito composto da una resistenza R e da un condensatore di induttanza 
L percorso da corrente alternata i(t) = I0 

. cos(ωt + α).    
Nel circuito RC si sommano gli effetti del condensatore e della resistenza.  

 

 

 

 

 
 
 

• Metodo dei vettori 
 
Quindi, il fasore  
                             FVRC = FvR + FvC.  
 
Ricordando che 

--  |FvR | =  
2

0 RI ⋅
 

--  | FvC | = 
ω⋅⋅C

I

2
0  

   

C 

   

R 
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allora 
                FvRC  ha: 

� per direzione la diagonale del rettangolo costruita su FvC e FvR. 
� per modulo  

                        2020 )
2

()
2

(
ω⋅⋅

+
⋅

C

IRI
= 2

20

)(
1

2 ω⋅
+

C
R

I
 

�  per fase α1  = α – α2  dove    cos α2 = |FvR| / |FvRC| 
 

Grafico del fasore 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Conoscendo il fasore è quindi immediato determinare v(t) e il suo grafico 

                          v(t) = 2
2

0 )(
1
ω⋅

+⋅
C

RI
. cos(ω ⋅ t + α – α2 )   

 
• Metodo simbolico 

 
1)   Ricaviamo le relazioni fornite dalla applicazione delle leggi di Kirchoff  

 
                                   i(t) = iR (t) = iC (t) 

                                  vS (t) = vR (t) + vC (t) = Ri(t) + ∫ ∞−

t

dTTi
C

)(
1

 

 

α 

FvRC 
FvC 

FvR 

α2 
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2) Poniamo tali relazioni sotto forma di fasori. 

 
                                ireg (t) = I0 ⋅ cos (ω ⋅ t + αi ) = Re[ ti

i eF ⋅⋅⋅ ω2 ] 
 

                                          Re[ ti

V eF ⋅⋅⋅ ω2 ] = Re[R ti

i eF ⋅⋅⋅ ω2 ] + 1/C  -∞ ∫t Re[ ti

i eF ⋅⋅⋅ ω2 ] 
 

3)  Risolviamo il sistema 
      Deriviamo rispetto al tempo la seconda equazione. Si ottiene: 
 

              1/C Re[ ti

i eF ⋅⋅⋅ ω2 ]  + ])2(Re[ ti

i eF
dt

d ⋅⋅⋅⋅ ω  = ])2(Re[ ti

V eF
dt

d ⋅⋅⋅⋅ ω          → 

 
   1/C Re[ ti

i eF ⋅⋅⋅ ω2 ]  +. R ⋅ ]))(2(Re[ ti

i eFi ⋅⋅⋅⋅⋅⋅ ωω  = ]))(2(Re[ ti

V eFi ⋅⋅⋅⋅⋅⋅ ωω   →         
 
                                          Re[(1/C + i⋅ω ⋅R) ⋅Fi ⋅  tie ..ω ] = Re[(i ⋅ω ⋅Fv ⋅

tie ..ω ]            → 
 
                                              [(1/C + i⋅ω ⋅R) ⋅Fi ⋅  tie ..ω ] = [(i ⋅ω ⋅Fv ⋅  tie ..ω ]                →   
 

                                                                 (1/C + i⋅ω ⋅R) ⋅  Fi = i ⋅ω ⋅Fv                                →        
                                                                      

                                                                  F v = iF
i

Ri
C ⋅

⋅

⋅⋅+

ω

ω
1

     

             
                   Posto  

                                  
ω

ω

⋅

⋅⋅+

i

Ri
C

1

 = 
C

i
R

⋅
−
ω

   = u                  

                 
                   si ha che 
 
                              -- il fasore associato alla tensione è                   
 
                                   Fv = u ⋅Fi.    (detta anche legge di Ohm simbolica)  
 

                                     -- |Fv| = 2
20

)(
1

2 ω⋅
+⋅

C
R

I
 

 
                                    -- fase  (αi + γ) dove γ è la fase di u 
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-- reciprocamente, il fasore associato alla corrente è 

                                  Fi =  
u

FV    

                   
      

                                    --  |Fi| = 

2
2

)(
1

2
ω⋅

+⋅
C

R

Vv  = 
2
0I

 

                                    -- fase  (αv - γ) 
 
4) Ritornando alle grandezze sinusoidali. 

 

                            ireg(t)  = 

2
2

)(
1
ω⋅

+
C

R

Vv cos(ω ⋅ t + αv - γ )  

 
                

                                  v(t)  =  2
2

0 )(
1
ω⋅

+⋅
C

RI  cos(ω ⋅ t + αi + γ) 

 
 
• Circuito RL 

 

Consideriamo ora un circuito composto da una resistenza R e da un induttore L percorso da 
corrente alternata i(t) = I0 

. cos(ω ⋅ t + α)     
Nel circuito RL si sommano gli effetti del resistore e dell’induttore. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
• Metodo con i vettori 

 
Quindi, 
            FVRL = FvR + FvL 
  

L 

R 

   
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Ricordando che 

                             --  |FvR| = 
2

0 RI ⋅
 

                            --  |FvL| = 
2

0 ω⋅⋅ LI
 

allora  
         FvRL ha 

                             --  per direzione la diagonale del rettangolo costruita su FvR e FvL. 
                             --  per modulo  

                      2020 )
2

()
2

(
ω⋅⋅

+
⋅ LIRI

= 220 )(
2

ω⋅+⋅ LR
I

 

        --  fase  α1 = α2 + α   dove cosα2 = 
vRL

vR

F

F
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Conoscendo il fasore è quindi immediato determinare v(t) e il suo grafico: 

                                     v(t) = I0
. 22 )( ω⋅+ LR cos(ω ⋅ t + α2 + α)  

 

α 

α FvR 

FvRL 

FvL 
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• Metodo simbolico 

 
1. Ricaviamo le relazioni fornite dalla applicazione delle leggi di Kirchoff  

 
                                   i(t) = iR (t) = iL (t) 

                                 vS (t) = vR (t) + vL (t)  = Ri(t) + L 
dt

tdi )(
 

 
2. Poniamo tali relazioni sotto forma di fasori 

 
                ireg (t) = I0 ⋅ cos (ω ⋅ t +αi ) = Re[ ti

i eF ⋅⋅⋅ ω2 ]        

               R ⋅  [Re √2 ⋅  Fi ⋅ tie ..ω ] + L ⋅  [Re √2 ⋅  i ⋅ω ⋅Fi ⋅  tie ..ω ] = Re[√2 ⋅  Fv ⋅
tie ..ω ]  

 
3. Risolviamo la seconda equazione del sistema 

 
                           R ⋅  [Re  Fi ⋅  tie ..ω ] + L ⋅  [Re  i ⋅ω ⋅  Fi ⋅  tie ..ω ] = Re[ Fv ⋅

tie ..ω ]      → 
 
                                                       Re[(R + L ⋅ i ⋅ω) ⋅Fi ⋅

tie ..ω ] = Re[Fv ⋅
tie ..ω ]     → 

 
                                                     [(R + L ⋅ i ⋅ω) ⋅  Fi ⋅ tie ..ω ] = [Fv ⋅  tie ..ω ]       → 
 
                                                                   (R + L ⋅ i ⋅ω) ⋅Fi  = Fv     

             Posto  
                             R+ L ⋅ i ⋅ω = u                                   
 
                              -- il fasore associato alla tensione è                   
 
                                          Fv = u ⋅Fi.    (detta anche legge di Ohm simbolica)  
 

                             Sapendo che u ha: 

                                                         -- |u| = 22 )( ω⋅+ LR  
                                                         -- fase γ 

                                  segue 

                                         -- |Fv| = 220 )(
2

ω⋅+⋅ LR
I

 

 
                                         -- fase  (αi + γ)  
                                     

                              -- reciprocamente, il fasore associato alla corrente è                                       

                                           Fi =  
u

FV      

                                            -- |Fi| = 
22 )(2 ω⋅+⋅ LR

Vv  = 
2
0I

 

                                            -- fase  (αv – γ) 
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    4.  Ritornando alle grandezze sinusoidali 
        

                        ireg(t)  = 
22 )( ω⋅+ LR

Vv  cos(ω ⋅ t + αv – γ)   

         

                     v(t)  = 22
0 )( ω⋅+⋅ LRI cos(ω ⋅ t + αi + γ) 

 
• Circuito RLC 

 

Consideriamo ora un circuito composto da una resistenza R ,da un condensatore di capacità C e 
da un induttore di induttanza L percorso da corrente alternata i = I0 

. cos(ω ⋅ t + α). 
Nel circuito RLC si sommano gli effetti della resistenza, del condensatore e dell’induttore.    
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

• Metodo con i vettori 

 
Quindi, 
            FVRL = FvR + FvL + FVC 

 

Ricordando che 

                             --  |FvR| = 
2

0 RI ⋅
 

                            --  |FvL| = 
2

0 ω⋅⋅ LI
 

                            -- | FvC| = Io
.
 1/(C.ω.√2) 

 
 

 
 
 
 
                                                           
 
     Si lascia al lettore la costruzione di FvLRC                                                                           

 
 
 FvC 

FvL 

FvR 

L 

R C 

   
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allora 
            FvRLC  si può ottenere 

 
� sommando i fasori FvL e FvC ; si otterrà un fasore FvLC avente la stessa direzione di FvL e 

FvC  e modulo pari a | L ⋅  ω ⋅ I0/√2 – I0 ⋅  1/(C ⋅ω ⋅√2)| 
 
� sommando FvLC e FvR; si otterrà un fasore FvRLC avente 

 
� per direzione la diagonale del rettangolo costruita su FvLC e FvR 

 
� per modulo  

                                    √ [(I0 ⋅R/√2)2 + ( L ⋅  ω ⋅  I0/√2 – I0 ⋅ 1/(C ⋅ω ⋅√2))2] =  
 
                                    I0/√2.√[R2 + (L ⋅ω - 1/(C ⋅ω))2] 
 

� per fase φ = α1 + α   dove cos α1 = (FvR / FvRLC) 
 

Conoscendo il fasore è quindi immediato determinare v(t) e il suo grafico: 
 
                v(t) = I0

 √[R2 + (L ⋅ω . 1/(C ⋅ω))2]cos(ω ⋅ t + α1 + α)    
 

 
• Metodo simbolico 

 
  1. Ricaviamo le relazioni fornite dalla applicazione delle leggi di Kirchoff. 

 
                                 i(t) = iR (t) = iL (t) = iC (t) 

                                 vS (t) = vR (t) + vL (t) + vC (t) = Ri(t) + L 
dt

tdi )(
+ ∫ ∞−

t

dTTi
C

)(
1

 

 
  2. Poniamo tali relazioni sotto forma di fasori.    
 

                ireg(t) =  I0 ⋅ cos (ω ⋅ t +αI ) = Re[ ti

I eF ⋅⋅⋅ ω2 ] 

                ])2(Re[
1

])2(Re[])2(Re[ 2

2
ti

I

ti

I

ti

I eF
C

eF
dt

d
LeF

dt

d
R ⋅⋅⋅⋅⋅⋅ ⋅⋅+⋅⋅+⋅⋅ ωωω  =             

               = ])2(Re[ ti

V eF
dt

d ⋅⋅⋅⋅ ω   
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3. Risolviamo il sistema. Dalla seconda equazione si ottiene: 
 

        ])2(Re[
1

]))(2(Re[]))(2(Re[ 2 ti

I

ti

I

ti

I eF
C

eFiLeFiR ⋅⋅⋅⋅⋅⋅ ⋅⋅+⋅⋅⋅⋅⋅+⋅⋅⋅⋅⋅ ωωω ωω  =   

        ]))(2(Re[ ti

V eFi ⋅⋅⋅⋅⋅⋅ ωω  → 
 

       ])
1

)(Re[( 2 ti

I eF
C

LiRi ⋅⋅⋅⋅+⋅⋅+⋅⋅ ωωω   =  ])Re[( ti

V eFi ⋅⋅⋅⋅⋅ ωω → 

                ti

I eF
C

LiRi ⋅⋅⋅⋅+⋅⋅+⋅⋅ ωωω )
1

)(( 2  = ti

v eFi ⋅⋅⋅⋅⋅ ωω)(  →        

                         IF
C

LiRi ⋅+⋅⋅+⋅⋅ )
1

)(( 2ωω  = vFi ⋅⋅ )( ω    → 

                                      FV = (R+ IF
Ci

Li ⋅
⋅⋅

+⋅⋅ )
1

)(
ω

ω   

Posto  

               R+ )
1

(
C

Li
⋅

−⋅⋅
ω

ω = u                                  

 si ha che  
                    -- il fasore associato alla tensione è 
 
                              Fv = u ⋅Fi.    (detta anche legge di Ohm simbolica); 
 
                        sapendo che u ha 
                                                     -- |u| = .√[R2 + (L. ω - 1/(C. ω))2] 
 
                                                    -- fase γ 
                       segue 

                           -- |Fv| = (V0 / (√2) .[R2 + (L. ω - 1/(C . ω))2] = (I0/√2).√[R2 + (L. ω - 1/(C . ω))2] 
 
                           -- fase  (αi + γ) 

 
                    -- reciprocamente il fasore associato corrente è 

                                Fi=  
u

FV      

                             -- |Fi| = V0 / (√2  .√[R2 + (L. ω - 1/(C . ω))2] = I0 /√2  
 
                              -- fase  (αv – γ) 
 
4. ritornando alle grandezze sinusoidali. 

 
                        ireg(t)  = Vv / (√[R2 + (L. ω - 1/(C . ω))2] cos(ω. t + αv – γ)  
 

                     v(t)  = (I0/√2).√[R2 + (L. ω - 1/(C.ω))2] cos(ω. t + αi + γ) 
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ONDE 

ELETTROMAGNETICHE 

 
 
“Non c’è alcun dubbio che, considerando retrospettivamente la 

storia del genere umano, ad esempio fra diecimila anni da oggi, la 

scoperta di Maxwell delle leggi dell’elettrodinamica sarà 

considerata l’evento più significativo del diciannovesimo secolo. La 

Guerra Civile americana apparirà come un insignificante fatto di 

provincia al confronto di questo fondamentale evento scientifico 

della stessa decade”. 
 
 Richard Feynmann 
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1) Cenni sulle onde elettromagnetiche 
 

Le forze elettriche e magnetiche sono entrambe  prodotte dalle cariche elettriche che, come 
sappiamo, sono di due tipi: positive, i protoni, e negative, gli elettroni. 
 
Tutta la teoria su cui si fondano tutte le leggi che regolano le relazioni di tipo elettrico e 
magnetico su fondano sul  concetto di campo. 
 
Def.: 
        Una grandezza fisica in una certa regione aerospaziale genera un campo se in ogni punto di  
        questa regione la grandezza che individua il campo è definita in modo univoco. 
 
-- una carica elettrica genera un campo – il campo elettrico E -   inteso come modifica dello 

spazio circostante, indipendentemente dalla presenza di altre cariche che hanno solo la 
funzione di evidenziare la presenza del campo medesimo. 

-- Anche un magnete genera un campo – il campo magnetico B- inteso sempre come modifica 
dello spazio circostante, indipendentemente dalla presenza di altri magneti.  

 
• Campo elettrico e magnetico “nascono” separati 

 

Le principali proprietà del campo elettrico e del campo magnetico sono state determinate 
studiando separatamente i due campi. 
 
� Il campo elettrico è un campo vettoriale  in quanto la grandezza E è vettoriale; esso viene 

schematizzato tramite le linee di campo o di forza che, per definizione, sono delle linee 
orientate alle quali il vettore del campo è sempre tangente. 
Queste linee di forza vengono prese come elementi indicatori degli effetti globali prodotti da 
un campo mediante il concetto di flusso, l’equivalente in fluidodinamica  della portata. 

 
Teorema di Gauss per il campo elettrico. 
          Nel vuoto il flusso del vettore campo elettrico generato da un sistema di cariche 

uscente da una superficie chiusa S è: 

                                                           Φ(E) =
0ε

∑ iQ
  

 
� Le linee di campo del vettore campo elettrico sono linee aperte; ossia una singola 

carica  genera un campo. 
Quindi una carica posta all’interno di un campo è messa in movimento solo grazie 
alla presenza della carica sorgente che genera il campo.  

� Il campo elettrostatico è un campo conservativo, cioè se una carica che si sposta 
all’interno di un campo lungo una linea chiusa la forza elettrica non compie lavoro.  
In termini specifici:  
 
La circuitazione del vettore campo elettrico lungo una linea chiusa è nulla. 
                                                         C(E) =0   
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�   Anche nel caso del campo magnetico per il flusso vale il   

  
Teorema di Gauss per il campo magnetico. 

                          Il flusso del vettore campo magnetico attraverso una superficie chiusa S è: 
                                                         Φ(B) = 0  

 
� Le linee di campo del vettore campo magnetico sono linee chiuse, ossia non è  

possibile separare il polo nord dal polo sud magnetico. 
 

• Campo elettrico e magnetico “si uniscono” 

 
Due date fondamentali:   
1821:     Oersted scopre che un filo percorso da corrente genera un campo magnetico 
1831:    Faraday scopre il fenomeno delle correnti indotte: per esempio si possono ottenere moti di 

cariche elettriche (corrente indotta) senza la presenza di altre cariche vicine, ma in 
presenza di una variazione del flusso del campo magnetico. 

 
Successivamente si determinano le leggi dell’induzione elettromagnetica: 
 

� Legge di Faraday-Neumann: 

                                               f.e.m. = 
dt

Bd )(Φ
−  

Cioè, la f.e.m. che origina la corrente indotta è proporzionale alla variazione del flusso del 
vettore campo magnetico. 
 
� Legge di Lenz: 

                         la f.e.m.origina una corrente indotta che a sua volta genera un campo magnetico 
il quale si oppone alla variazione di flusso che la ha prodotta.    

 
� Teorema di Ampère: 

                        la circuitazione del vettore campo magnetico lungo una linea chiusa non  sempre 
è zero.  Quindi il campo magnetico non è conservativo. 

 
Le proprietà del campo elettrico e magnetico note in quegli anni si potevano sintetizzare in quattro 
leggi fondamentali: 
 

1) 1a  legge  di Gauss: 
0

)(
ε
∑=Φ iQ

E  

2) 2a  legge di Gauss: 0)( =Φ B  
3) Legge di Ampère: C(B) = i⋅⋅0µ  

4) Legge di Faraday-Neumann: C(E) = 
dt

Bd )(Φ
−  più legge di Lenz 
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• Le quattro equazioni di Maxwell. 
 
 Su queste basi generali si innesta il formidabile lavoro di sintesi di James Clerk Maxwell. 
 Negli anni tra il 1860 – 1870 formulò una teoria matematica sull’elettromagnetismo nota come           
 ‘le quattro equazioni di Maxwell’. 

 
Secondo il quadro precedente una variazione  del campo magnetico produce come effetto 
l’insorgere di un campo elettrico il cui effetto si annulla nel tempo. 
Osservando questa assimetria tra il comportamento del campo magnetico e del campo elettrico 
Maxwell propose di ampliare la formulazione della legge di Ampère prevedendo che pure una 
variazione del campo elettrico abbia come effetto l’insorgere di una variazione del campo 
magnetico. 
La terza legge diventa pertanto: 

3) Legge di Ampère –Maxwell: C(B) =  )
)(

( 00
dt

Ed
i

Φ
+⋅⋅ εµ  

L’effetto prodotto da questo completamento della terza legge di Ampère è del tutto innovativo circa 
le relazioni tra campi elettrici e magnetici. 
Infatti supposto che ci sia in un certo punto dello spazio l’insorgere di un campo elettrico variabile 
nel tempo dovuto per esempio ad un moto accelerato di cariche, nei punti immediatamente vicini si 
produce allora per la terza legge  un campo magnetico anch’esso variabile nel tempo. Ma per la 
quarta legge allora si origina nei punti immediatamente vicini un campo elettrico variabile nel 
tempo e così via. Nasce pertanto una perturbazione elettromagnetica che si propaga nello spazio. 
Le novità dunque previste dalla terza  equazione di Maxwell consistono quindi nel fatto che: 
 
I) campo elettrico variabile nello spazio produce un campo magnetico variabile 
II)   campo magnetico variabile nello spazio produce campo elettrico variabile. 
 
In sostanza questa legge afferma che una variazione nel tempo di uno dei due campi produce anche 
una variazione dell’altro anche se la causa iniziale che li ha innescati è venuta meno. 
Ne segue dunque che da una istantanea variazione di uno dei due campi ha origine la propagazione 
nello spazio di un’onda detta appunto onda elettromagnetica.  
        
Per produrre un’onda elettromagnetica non è sufficiente avere una carica in movimento, in quanto il 
campo magnetico prodotta dal moto uniforme produce sì un campo magnetico che tuttavia è un 
campo magnetico costante. 
Bisogna quindi avere una carica in moto accelerato; per esempio, facendo oscillare avanti e indietro 
un elettrone di moto armonico sarà pertanto variabile nel tempo il campo elettrico e questo innesca 
l’insorgere di un campo magnetico variabile e cioè l’insorgere di un’onda elettromagnetica. 
Queste onde sono trasversali in quanto si propagano in direzione ortogonale a quella di oscillazione  
I campi elettrico e magnetico sono sempre in fase  e perpendicolari tra loro. 
Negli isolanti perfetti, come il vuoto, i due campi intrinsecamente  legati tra loro si propagano alla 
velocità della luce. 
Quindi un’onda elettromagnetica non è altro che la propagazione nello spazio di una perturbazione, 
cioè di una brusca variazione di posizione di una carica. L’informazione che la carica si è mossa 
arriva alle cariche vicine dopo un certo intervallo di tempo: il tempo necessario che l’onda che si 
propaga alla velocità della luce raggiunga la nuova posizione. 
Questa è dunque la novità assoluta insita nella teoria di Maxwell. 
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Calearo Group - L’azienda, Le Antenne E La Loro 

Progettazione 
 

1 L’azienda e il Gruppo Calearo 

L’azienda Calearo nasce per volere, per passione e per tenacia di Alessio Calearo e 
di Lucia Calearo Ciman, che nel 1957 fondano la loro impresa in provincia di 
Vicenza, dapprima come produttore di campanelli per biciclette, in seguito (già dal 
1960) spostando l'attenzione verso le antenne per auto, intuendo il fenomeno della 
motorizzazione di massa che da lì a poco tempo avrebbe interessato tutta l'Italia, in 
linea con quanto accadeva all’estero. Già nel 1967, a conferma della leadership 
dell’azienda, inizia la produzione della prima antenna elettrica. Negli anni ’80 inizia il 
primo business OE (Original Equipment – primo impianto auto), con antenne passive 
e cavi. Negli anni ’90 lo sviluppo del business OE si arricchisce di antenne 
amplificare, multifunzione e integrate.  
Nel 1997 è inaugurata la sede di Isola Vicentina, mentre nel 2000, grazie all'avvento 
della telefonia cellulare, nasce la business unit Calearo TLC. Nel 2003 è inaugurato 
un nuovo stabilimento in Slovacchia, mentre nel 2005 è inaugurato il Centro Ricerche 
Calearo (CE.R.CA), a Isola Vicentina.  
Nel 2008, con l’aumento di richieste per antenne specializzate e progetti avanzati, 
orientati al wireless ed alle trasmissioni veloci, nasce la business unit CAT (Calearo 
Advanced Technologies). 
Infine nel 2009 il gruppo Calearo amplia i propri orizzonti commerciali e di 
diversificazione acquisendo l’azienda Mitan Technologies. 

 
Figura 1: la storia. 
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Lo stabilimento di Isola Vicentina ospita le attività amministrative e commerciali del 
gruppo, il Ce.R.Ca. e la produzione. Lo stabilimento di Samorin in Slovacchia è una 
seconda sede produttiva del Gruppo Calearo. 

 
Figura 2: l’azienda. 

La Calearo è certificata ISO 90011 e ISO TS 169492 , mentre sono in corso le 
certificazioni per l’ISO 140013 a ISO 180004. 

                                             
1 definisce i requisiti per l'implementazione, in una organizzazione, di un sistema di gestione della qualità, al fine di condurre i 
processi aziendali, migliorare l'efficacia e l'efficienza nella realizzazione del prodotto e nell'erogazione del servizio, ottenere ed 
incrementare la soddisfazione del cliente. Fonte Wikipedia. 
2 Le ISO TS 16949 sono norme specifiche di qualità definite dall'ISO e relative all'applicazione delle più generali ISO 9000 nel 
settore Automotive, volute e sostenute dai produttori di autovetture. Fonte Wikipedia. 
3 La sigla «ISO 14001» fissa i requisiti di un «sistema di gestione ambientale» di una qualsiasi organizzazione. Fonte Wikipedia. 
4 La sigla «ISO 18000» fissa i requisiti di un «sistema di gestione sicurezza» di una qualsiasi organizzazione.  
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Figura 3: Qualità 

La struttura del gruppo Calearo è di tipo trasversale, dove in Ce.R.Ca. è al servizio di 
tutte le business unit. 

 
Figura 4: struttura del Gruppo Calearo. 

La Calearo Antenne progetta e produce antenne, cavi, amplificatori ed altri sistemi di 
trasmissione per le maggiori case auto, in particolare: 

 Gruppo Volkswagen : Audi, Bentley, SEAT, Skoda, Volkswagen. 
 Gruppo Renault : Renault, Nissan, Renault Samsung Motors, Renault Trucks. 
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 Gruppo PSA : Citroen, Peugeot. 
 Gruppo FIAT : Alfa Romeo, Fiat, Maserati, Lancia, Ferrari. 

 
Figura 5: Calearo Antenne 

Di seguito sono riportati alcuni esempio di vetture che utilizzano i prodotti della 
Calearo Antenne. 

 
Figura 6: altri esempi di vetture "Calearo". 

La potenza dell’immaginario

159



     
        

 

 

La Calearo Aftermarket distribuisce in esclusiva i prodotti della Calearo Antenne, e 
sullo stesso canale commerciale distribuisce in esclusiva per l’Italia alcuni prodotti 
quali: 

 Dension : interfacce audio per usare iPod, iPhone o chiavetta USB da autoradio 
originale dell’auto; 

 TomTom : navigatori satellitari; 
 Eclipse-Fujitsu Ten : prodotti integrati per navigazione, audio, video; 
 Nav TV: interfacce video per usare schermo oiriginario dell’auto come schermo 

per lettori DVD, DVX, …; 
 Delphi-Grundig : classiche autoradio; 
 Diesis : kit vivavoce e casse audio. 

 
Inoltre è presente con propri distributori in tutte le 27 nazioni dell’EU. 

 
Figura 7: Calearo Aftermarket 

La Calearo TLC progetta e produce: 
 antenne per telecomunicazioni; 
 prodotti RFID (antenne e reader); 
 router per trasmissione dati; 
 amplificatori per rete cellulare. 
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Figura 8: Calearo TLC 

La Mitan Technologies progetta e produce antenne, amplificatori, splitter, filtri, 
decodificatori e altri accessori per la ricezione e distribuzione del segnale televisivo, 
sia analogico che digitale. 

 
Figura 9: Mitan Technologies. 

Infine, la Calearo Advanced Technologies progetta e produce sistemi e servizi di 
comunicazione per applicazioni avanzate e speciali, quali polizie, pompieri, etc. 
Progetta prodotti su specifica del cliente ed esegue attività di consulenza conto-terzi. 
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Collabora con istituzioni nazionali ed europee ai massimi livelli (come ad esempio 
l’Agenzia Spaziale Europea, vari Ministeri europei, centri di ricerca internazionali) per 
specifici progetti di ricerca ed innovazione tecnologica. 

 
Figura 10: Calearo Advances Technologies 

Il Gruppo si avvale di specifiche collaborazioni con centri di ricerca di eccellenza in 
settori specifici. 

 
Figura 11: Collaborazioni. 
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Le tecnologie wireless che utilizzano le antenne sono in forte crescita ed espansione. 

 
Figura 12: le antenne sono sempre di più 
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2 Cosa sono le antenne? 

L’antenna è un dispositivo che converte un segnale elettrico in un campo 
elettromagnetico, e viceversa. 

 
Figura 13: cos’è un’antenna. 

Un segnale elettrico variabile nel tempo, eccitato da una sorgente, si trasforma in 
antenna quando il campo elettrico, per effetto dell’allontanamento dei due estremi 
della linea non è più “intrappolato”, irradiando dunque un’onda nello spazio libero. 
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Figura 14: radiazione dell’antenna. 

La radiazione elettromagnetica è, dal punto di vista dell'elettromagnetismo classico, 
un fenomeno ondulatorio dovuto alla contemporanea propagazione di perturbazioni 
periodiche di un campo elettrico e di un campo magnetico, oscillanti in piani tra loro 
ortogonali. 
La radiazione elettromagnetica si propaga in direzione ortogonale al campo elettrico 
e magnetico. 
La radiazione elettromagnetica si propaga come un’onda alla velocità della luce. Più 
alta è la frequenza, più corta è la lunghezza d’onda, comunemente indicata con . 
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Figura 15: come si propaga un’onda elettromagnetica. 

La lunghezza d’onda è funzione della frequenza (espressa in Hz) del segnale 
elettromagnetico. Queste grandezze sono legate dalla velocità della luce: questo 
perché un’onda elettromagnetica si propaga a tale velocità. 

 
Figura 16: relazione frequenza/lunghezza d’onda. 

Ad esempio, un segnale radio AM a 650 kHz ha una lunghezza d’onda di 461,5 
metri, mentre un segnale radio FM a 100 MHz ha una lunghezza d’onda di 3 metri ed 
un segnale Wi-Fi a 2,4 GHz ha una lunghezza d’onda di 12,5 cm. 
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Figura 17: esempi di lunghezze d'onda 

Per misurare alcune caratteristiche delle antenne si ricorre al dB (decibel). Il decibel 
misura il rapporto fra due grandezze, ad esempio delle potenze. 

 
Figura 18: misura di rapporti. 

Le due caratteristiche principali nella caratterizzazione di un’antenna sono la 
direttività ed il guadagno. 
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La prima grandezza, la direttività, ci dice verso quale direzione dello spazio irradia 
l’antenna; la seconda grandezza, il guadagno, ci dice invece quanta potenza, 
idealmente, si riesce a trasferire in quella direzione. 

 
Figura 19: direttività e guadagno 

Un’antenna direttiva, ad esempio, è un’antenna capace di irradiare e concentrare la 
potenza in ingresso verso una direzione dello spazio molto stretta. Nell’immagine in 
figura, il diagramma di radiazione dell’antenna direttiva ha una forma molto stretta. 
La maggior parte della potenza è concentrata sui 10 gradi per il piano E (campo 
elettrico), sui 13 gradi per il piano H (campo magnetico). I valori 10 e 13 gradi 
corrispondono al valore dell'angolo sotteso alla direzione del massimo guadagno a -
3dB, cioè l'angolo in cui il guadagno si mantiene entro 3dB dal valore massimo. Tale 
valore corrisponde alla regione dello spazio verso la quale avviene il trasferimento di 
metà della potenza dell’antenna. Se prendo come riferimento il campo elettrico E, 
metà della sua potenza irradiata avviene nella regione compresa fra -10 e +10 gradi. 
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Figura 20: esempio di misura di un'antenna direttiva. 

Le onde radio irradiate dalle antenne verticalmente rispetto alla terra sono 
denominate onde verticali. Nello stesso modo, con le antenne disposte 
orizzontalmente il campo elettrico è orizzontale rispetto alla terra, così queste ultime 
vengono definite onde orizzontali. 
Quando l’onda si propaga linearmente (in verticale o in orizzontale), l’antenna è detta 
a polarizzazione lineare. Tali segnali vengono in genere utilizzati per trasmissioni 
terrestri. 

 
Figura 21: polarizzazione lineare. 
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Un caso particolare di polarizzazione si ha quando l'onda è composta dalla somma di 
due campi di uguale ampiezza e perpendicolari (nel senso che tali siano le 
componenti di campo elettrico), le cui oscillazioni siano sfasate di un quarto di 
periodo (ovvero 90 gradi). In questo caso, la somma dei campi dà un campo rotante, 
la cui intensità resta sempre la stessa, mentre la direzione percorre una rotazione 
circolare destrorsa o sinistrorsa secondo i rapporti di fase. Tali segnali vengono in 
genere utilizzati per trasmissioni satellitari. 

 
Figura 22: polarizzazione circolare. 

Fino ad ora abbiamo trattato i concetti base, validi per tutte le antenne.  
Un’antenna può essere passiva o attiva, la differenza fra le due antenne è legata alla 
presenza, nelle antenne attive, di un amplificatore direttamente collegato all’antenna 
passiva che necessità alimentazione elettrica.  
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Figura 23: antenna attiva. 

L’amplificatore serve per aumentare il livello di segnale ricevuto dall’antenna 
ampliando, appunto, l’ampiezza dell’onda in ingresso. 

 
Figura 24: a cosa serve l'amplificatore. 

Di seguito un esempio di antenna multifunzione attiva (con e senza cappuccio). In 
genere gli elementi passivi (le antenne passive) sono posti nella parte superiore 
dell’antenna. 
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Figura 25: esempio di antenna attiva. 

Al contrario gli elementi attivi, ossia gli amplificatori, sono spesso realizzati nella 
parte inferiore del circuito. 

 
Figura 26: esempio di amplificatore. 

L'impedenza in ingresso all'antenna è l'impedenza che un'antenna presenta ai suoi 
terminali. Ogni tipo di antenna ha la sua impedenza caratteristica che è necessario 
conoscere, per poterla adattare alla linea di trasmissione, cioè fare in modo che 
l'onda che si propaga idealmente venga completamente trasmessa e non riflessa, 
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così come avviene, similmente, per un fluido che attraversa due sezioni di diametro 
diverso. 

 
Figura 27: impedenza. 

In fase di progettazione l’obiettivo del progettista è di realizzare in buon adattamento 
fra la linea di trasmissione e l’antenna, in modo da far trasmettere all’antenna tutta la 
potenza in ingresso. 

 
Figura 28: adattamento di ingrezzo. 
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3 Come si sviluppano e progettano le antenne? 

La progettazione elettromagnetica di un’antenna inizia con la modellizzazione 3D 
della futura struttura e segue con la simulazione elettromagnetica della struttura. La 
simulazione consente di verificare le caratteristiche principali della struttura: 
direttività, guadagno, impedenza di ingresso e tutti gli altri parametri caratteristici. 

 
Figura 29: progettazione elettromagnetica. 

Dopo aver verificato in simulazione la fattibilità del progetto, si passa alla fase di 
prototipizzazione. Viene realizzato un primo prototipo della struttura progettata. 
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Figura 30: prototipo dell'antenna. 

Così come per l’antenna passiva, per la parte in radiofrequenza si inizia con una fase 
di simulazione circuitale e successivamente si passa alla definizione del layout della 
struttura. 

 
Figura 31: progettazione radiofrequenza. 

Successivamente viene realizzato un primo prototipo per validare, con misure, le 
simulazioni. 
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Figura 32: prototipo della parte attiva dell'antenna. 

Per ogni antenna viene realizzata anche la progettazione della parte meccanica, con 
opportuni tool di simulazione. In questo caso vengono assemblati i componenti, si 
controllano gli spazi e molti altri fattori importanti. 

 
Figura 33: progettazione meccanica. 

Infine, per ciascun componente meccanico si realizza un prototipo, prima di 
assemblare il prodotto in tutta la sua completezza. 
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Figura 34: prototipo di base in zama. 

I dati delle misure vengono elaborati con tool di elaborazione come ad esempio 
Matlab. 

 
Figura 35: elaborazione dati in matlab. 

Di seguito sono mostrati alcuni strumenti comunemente utilizzati in fase di 
progettazione e validazione dei prodotti. In alto a sinistra un Network, in alto a destra 
un piano per validare le scariche elettrostatiche, in basso a sinistra delle camere 
climatiche, in basso a destra dei generatori di segnale. 
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Figura 36: alcuni strumenti del laboratorio. 

Realizzato il prototipo, sia meccanico che elettronico, si utilizzano i siti di misura in 
near fied ed in far field per la validazione finale. In entrambi i siti l’antenna può essere 
montata direttamente sulla vettura. La seguente immagine mostra il sito di misura. 
Dall’edificio Ce.R.Ca. un’antenna in trasmissione trasmette il segnale, a sua volta 
ricevuto dal veicolo, che si muove sul tavolo rotante a 360°. 

 
Figura 37: I siti di misura. 
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Nel sito far field si può misurare l’effetto del campo lontano dell’antenna, possono 
essere misurate le antenne da pochi MHz, fino a circa 4 GHz. In Calearo esistono 
varie antenne trasmittenti e varie antenne di riferimento per la misura. 

 
Figura 38: sito di misura far field. 

Il sito near field, consente invece di misurare il campo vicino dell’antenna. 

 
Figura 39: sito di misura near field. 
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Nel sito near field possono essere misurate le antenne da 70 MHz fino a 6 GHz. E’ 
possibile, in questo sito, effettuare delle misure per elevazione, da -10° fino allo 
Zenith. 

 
Figura 40: caratteristiche del si to di misura near field. 

Di seguito l’esempio di un’antenna realizzata per Ferrari Formula 1. 

 
Figura 41: esempio di antenna per formula 1. 

Da veicoli da corsa fino a grandi produzioni di massa, la Calearo sviluppa e produce 
prodotti allo stato dell’arte e noti in tutto il mondo. 
Di seguito un esempio di antenna molto particolare, realizzata in esclusiva per la una 
importante polizia nazionale europea. 
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